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Immersions of graphs to the projective plane
M.A. Ivashkovskii
Abstract. Immersions of graphs to the projective plane are studied. A
classification of immersions up to regular homotopy is obtained. A complete
invariant of immersions up to regular homotopy is constructed. The case of
graphs immersions to any compact surface different from the projective plane
was known.
Key words: regular immersion of a graph, regular homotopy of immersions,
Reidemeister moves, self-intersection number.
ПОГРУЖЕНИЯ ГРАФОВ В ПРОЕКТИВНУЮ ПЛОСКОСТЬ
М.А. Ивашковский
Аннотация
Исследуются погружения графов в проективную плоскость. По-
лучена классификация погружений с точностью до регулярной го-
мотопности. Построен полный инвариант погружений с точностью
до регулярной гомотопности. Случай погружений графов в лю-
бую компактную поверхность, отличную от проективной плоско-
сти, был известен.
Ключевые слова: регулярное погружение графа, регулярная
гомотопия погружений, движения Рейдемейстера, число самопере-
сечения.
Пусть дан связный графG (возможно, имеющий петли и кратные реб-
ра) с выделенной на нем вершиной v. Рассмотрим погружение γ : G#M
графаG в связное компактное гладкое двумерное многообразиеM (опре-
деление 1 ниже). Требуется получить классификацию всех возможных
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погружений с точностью до регулярной гомотопности (определение 2 ни-
же). В настоящей заметке излагается решение [1] этой задачи в случае,
когдаM = RP 2 — проективная плоскость, и построен полный инвариант
погружений графа G в проективную плоскость в терминах индекса само-
пересечения кривых по модулю 2. Полный инвариант погружений графа
G в любую поверхность M 6= RP 2 был построен Д.А. Пермяковым [2] в
терминах чисел вращения кривых.
Перейдем к точным формулировкам. Будем предполагать, что граф
G состоит из одной вершины и n ребер (петель) ei, i = 1, . . . , n, т.е.
является букетом n окружностей. Случай произвольного графа легко
сводится к этому случаю [2]. Выберем и фиксируем параметризацию на
каждом ребре ei графа G.
Определение 1. Отображение γ : G→M назовем погружением графа
G в поверхность M (и обозначим через γ : G # M), если его ограни-
чение на любое замкнутое ребро ei является регулярной кривой (отно-
сительно параметризации t 7→ (γ|ei)(t), t ∈ [0, 1], отвечающей задан-
ной параметризации ребра ei), и кроме того 2n касательных векторов
d
dt
|t=0(γ|ei),− ddt |t=1(γ|ei), i = 1, . . . , n, в точке γ(v) попарно несонаправле-
ны, где v — вершина, в которой сходятся петли графа G.
Определение 2. Семейство погружений γu : G # M , u ∈ [0, 1], гра-
фа в поверхность назовем регулярной гомотопией, если оно является
гомотопией в обычном смысле (т.е. отображение Γ : G × [0, 1] → M ,
Γ(x, u) = γu(x), непрерывно), и ограничение этой гомотопии на любое
замкнутое ребро ei задается C∞-гладким отображением [0, 1]× [0, 1]→
M , (t, u) 7→ (γu|ei)(t), t, u ∈ [0, 1]. Два погружения γ0, γ1 назовем регу-
лярно гомотопными (обозначение γ0
reg∼ γ1), если их можно соединить
регулярной гомотопией γu : G#M , u ∈ [0, 1].
Опишем построение полного инварианта регулярной гомотопности
погружений.
Определение 3. Обозначим γ|ei =: e′1, i = 1, . . . , n. Из вершины v′ :=
γ(v) графа G′ := γ(G) выходят полуребра e′1, . . . , e′n и в нее входят полу-
ребра (e′1)−1, . . . , (e′n)−1. Пусть or — локальная ориентация касательной
плоскости Tγ(v)M в точке γ(v). Выберем обход вершины v′, согласован-
ный с ориентацией or. Будем выписывать полуребра e′i, (e′i)−1 в порядке
их появления во время обхода. Рассмотрим соответствующий набор из
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ei, e
−1
i (т.е. соответствующее слово в алфавите {e1, . . . , en, e−11 , . . . , e−1n })
с точностью до циклической перестановки элементов набора назовем
циклическим порядком полуребер в вершине, отвечающим погружению
γ и локальной ориентации or. При изменении локальной ориентации
получим другой циклический порядок; полученную неупорядоченную па-
ру циклических порядков назовем циклическим порядком полуребер в
вершине для погружения γ.
Имеем биекцию между множеством всевозможных циклических по-
рядков для оснащенных погружений и множеством перестановок Σ2n−1
порядка 2n− 1. Изменение локальной ориентации дает действие (триви-
альное при n = 1, свободное при n > 1) группы Z2 на множестве Σ2n−1.
Получаем биекцию между множеством всевозможных циклических по-
рядков для погружений и пространством орбит Σ2n−1/Z2.
Так как фундаментальная группа проективной плоскости абелева,
она не зависит от выбора базисной точки. Поэтому будем опускать ба-
зисную точку в обозначении фундаментальной группы.
Определение 4 (индекс самопересечения замкнутой регулярной кривой
на поверхности). Пусть γ : [0, 1]#M — замкнутая регулярная кривая
(быть может, имеющая “излом” в точке γ(0) = γ(1)), и в точке γ(0)
фиксирована ориентация касательной плоскости Tγ(0)M , причем векто-
ры γ˙(0) и γ˙(1) не являются противоположно направленными. Предполо-
жим, что все точки самопересечения этой кривой являются трансвер-
сальными (этого можно добиться малой деформацией кривой). Пусть
(t1, t2) — точка самопересечения кривой γ, т.е. γ(t1) = γ(t2) =: A, при-
чем 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1 и (t1, t2) 6= (0, 1). Перенесем ориентацию вдоль
кривой γ|[0,t1] в точку A. Возьмем репер (γ˙(t1), γ˙(t2)) и сравним его ори-
ентацию с перенесенной ориентацией. В зависимости от согласованно-
сти припишем точке самопересечения (t1, t2) знак +1 или −1. Просум-
мировав эти числа по всем точкам самопересечения, получим индекс
самопересечения кривой γ относительно заданной локальной ориента-
ции, обозначим его через I(γ) ∈ Z. Заметим, что число I(γ) mod 2 ∈ Z2
не зависит от выбора локальной ориентации.
Теорема 1. Пусть γ1, γ2 — два погружения графа G в проективную
плоскость RP 2. Эти погружения регулярно гомотопны (т.е. γ1
reg∼ γ2)
тогда и только тогда, когда Inv(γ1) = Inv(γ2). Здесь функционал Inv :
3
{γ : G# RP 2} → (Σ2n−1/Z2)× {0, 1}2n определяется формулами
Inv1(γ) :=
(
циклический порядок полуребер для γ
)
∈ Σ2n−1/Z2,
Inv2(γ) :=
(
[γ|e1 ], . . . , [γ|en ]
)
∈
(
pi1(RP 2)
)n ∼= (Z2)n = {0, 1}n,
Inv3(γ) :=
(
I(γ|e1) mod 2, . . . , I(γ|en) mod 2
)
∈ (Z2)n = {0, 1}n,
Inv(γ) :=
(
Inv1(γ), Inv2(γ), Inv3(γ)
)
.
Теорема следует из лемм 1 и 3, приведенных ниже. Для каждой петли
ei, i = 1, . . . , n, графа G возможны два случая. Первый — когда петля
γ1|ei стягиваема. Второй — когда эта петля нестягиваема.
Рис. 1: Движения Рейдемейстера типов 1, 2 и 3
Замкнутую кривую γ : S1 → M назовем кривой общего положения,
если она регулярна (и, возможно, имеет “излом” в вершине), все ее точ-
ки самопересечения (см. определение 4) являются трансверсальными, и
образы γ(t1) = γ(t2) ее точек самопересечения (t1, t2) попарно различны.
Согласно известной теореме Рейдемейстера [3], две замкнутые кривые
общего положения γ0, γ1 : [0, 1]→M на поверхности M гомотопны тогда
и только тогда, когда существует гомотопия, разлагающаяся в последо-
вательность движений Рейдемейстера 1-го, 2-го и 3-го типов (рис. 1).
Лемма 1. Если γ1
reg∼ γ2, то Inv(γ1) = Inv(γ2).
Доказательство. Если погружения γ1 и γ2 регулярно гомотопны, то они
локально регулярно гомотопны в некоторой окрестности вершины v. Зна-
чит, циклический порядок относительно ориентации меняться не будет.
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Если погружения γ1 и γ2 регулярно гомотопны, то две петли γ1|ei и
γ2|ei регулярно гомотопны, а потому гомотопны. Значит, они либо обе
стягиваемы, либо обе нестягиваемы.
Для замкнутой регулярной кривой индекс самопересеченияmod 2 при
регулярной гомотопии меняться не будет. Это следует из “регулярного
аналога” теоремы Рейдемейстера [3]: индекс самопересечения кривой со-
храняется при движениях Рейдемейстера второго и третьего типов, а
потому и при любой регулярной гомотопии.
Таким образом, если γ1 и γ2 регулярно гомотопны, то значения вве-
денного функционала на них совпадают. То есть, функционал инвариан-
тен относительно регулярной гомотопности погружений.
Теперь проведем доказательство в обратную сторону.
Лемма 2. Лемма 2. Если замкнутые регулярные кривые γ0, γ1 : S1 #M
на поверхности M гомотопны, то γ0
reg∼ γ˜1 для некоторой регулярной
кривой γ˜1, получающейся из кривой γ1 прибавлением некоторого коли-
чества маленьких петель (завитков). Если при этом кривые γ0, γ1 сов-
падают на некоторой дуге δ ⊂ S1, то указанная регулярная гомотопия
может быть выбрана неподвижной на дуге δ.
Доказательство. По теореме Рейдемейстера [3], ввиду гомотопности кри-
вых, существует последовательность движений Рейдемейстера, приводя-
щая кривую γ0 к кривой γ1. Выполним эту последовательность движе-
ний со следующей модификацией: каждый раз, когда предполагается
совершить движение Рейдемейстера типа 1 (рождение или уничтожение
завитка), мы вместо его выполнения будем оставлять на малом участке
кривой маленький завиток (который будет сохраняться, жестко двигаясь
по поверхности вместе с этим участком кривой, в течение всей последу-
ющей регулярной гомотопии).
Более подробно: если движение Рейдемейстера типа 1 состоит в уни-
чтожении завитка, то вместо его уничтожения мы сохраним его (в те-
чение всей последующей регулярной гомотопии) в виде маленького за-
витка. А если движение Рейдемейстера типа 1 состоит в рождении за-
витка, то мы непосредственно перед выполнением этого движения поро-
дим (как на рис. 2) регулярной гомотопией пару близлежащих завитков
противоположных знаков, и один из них (нужного знака) используем в
качестве рожденного завитка при движении Рейдемейстера, а другой за-
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Рис. 2: Взаимное уничтожение пары маленьких петель
виток сохраним (в течение всей последующей регулярной гомотопии) в
виде маленького завитка на данном участке кривой.
В результате мы получим регулярную гомотопию, преобразующую
кривую γ0 к некоторой кривой γ˜1 искомого вида, т.е. получающейся из
γ1 добавлением нескольких завитков.
Рис. 3: “Протаскивание через бесконечность”
Для замкнутой регулярной кривой γ на RP 2 введем движение, ко-
торое будем называть протаскиванием через бесконечность. Для этого
перейдем к накрытию проективной плоскости RP 2 сферой S2 и проде-
формируем некоторую простую дугу γ|δ, δ 63 v, при помощи регулярной
гомотопии, неподвижной вне δ и преобразующей дугу γ|δ в дугу вида γ|δ
с двумя петлями одного знака, как показано на рис. 3. Итак, с помощью
данного движения можно менять индекс самопересечения любой замкну-
той регулярной кривой γ в RP 2 на +2 или −2 при помощи регулярной
гомотопии, неподвижной в некоторой окрестности концов кривой.
Лемма 3. Если Inv(γ1) = Inv(γ2), то γ1
reg∼ γ2.
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Доказательство. Совместим точки γ1(v) = v′1 и γ2(v) = v′2 так, чтобы
совпали циклические порядки в вершине v для погружений γ1 и γ2. Так
как циклический порядок один и тот же, то сами эти погружения можно
совместить в малой окрестности U ⊆ G вершины v путем регулярной
гомотопии, неподвижной в вершине v.
Пусть U ′ ⊂ M = RP 2 — малая круговая окрестность вершины v′ =
v′1 = v
′
2 графа G′1 = γ1(G). Фиксируем локальную ориентацию каса-
тельной плоскости Tv′RP 2. Фиксируем любое ребро ei графа G, i =
1, . . . , n. Обозначим через Ii индекс самопересечения I(γ1|ei) mod 2 =
I(γ2|ei) mod 2 ∈ {0, 1}, который будем рассматривать как целое число.
Возможны два случая.
Случай 1: петля γ1|ei стягиваема. Из-за стягиваемости петли γ1|ei су-
ществует последовательность движений Рейдемейстера типов 2 и 3, де-
формирующих эту петлю к некоторой петле γ˜1|ei ⊂ U ′ ⊂ RP 2, причем
эта деформация неподвижна в некоторой окрестности V ⊂ U вершины v
графа G. Аналогично существует последовательность движений и для γ2
такая, что γ˜2(ei) ⊂ U ′. Петля γ˜1|ei по лемме 2 регулярно гомотопна в дис-
ке U ′ положительно ориентированной окружности с некоторым числом
завитков, причем соответствующая регулярная гомотопия неподвижна
на V ∩ ei.
Любую пару соседних завитков, имеющих один знак, взаимно уничто-
жим регулярной гомотопией, обратной к “протаскиванию через бесконеч-
ность” (рис. 3). А любую пару соседних завитков с противоположными
знаками можно взаимно уничтожить регулярной гомотопией (неподвиж-
ной на V ∩ ei) в диске U ′, изображенной на рис. 2. Отметим, что все
указанные гомотопии неподвижны на V ∩ ei. Таким образом, петлю γ˜1|ei
можно преобразовать с помощью регулярной гомотопии, неподвижной
на V ∩ ei, в положительно ориентированную окружность с 0 или 1 поло-
жительным завитком. Заметим, что количество завитков равно Ii (так
как индекс самопересечения по модулю 2 регулярной замкнутой кривой
сохраняется при втором и третьем движениях Рейдемейстера, а потому
и при любой регулярной гомотопии). Поэтому к этому же виду можно
преобразовать и петлю γ˜2|ei .
Отсюда следует, что петли γ1|ei и γ2|ei регулярно гомотопны с помо-
щью регулярной гомотопии, неподвижной на V ∩ ei.
Случай 2: петля γ1|ei нестягиваема. В данном случае петля γ1|ei пере-
секает ленту Мебиуса RP 2\U ′. Петля γ1|ei по лемме 2 регулярно гомотоп-
на некоторой кривой, пересечение которой с указанным листом Мебиуса
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является простой дугой, а пересечение с диском U ′ имеет вид простой
дуги с некоторым количеством маленьких завитков. При этом соответ-
ствующая регулярная гомотопия неподвижна в малой окрестности V ∩ei
вершины v.
Взаимно уничтожим пары соседних завитков как в случае 1 с помо-
щью регулярной гомотопии, неподвижной на V ∩ ei. То есть, в данном
случае получаем, что нестягиваемую петлю γ1|ei можно преобразовать
с помощью регулярной гомотопии, неподвижной на V ∩ ei, в петлю, пе-
ресечение которой с листом Мебиуса RP 2 \ U ′ является простой дугой,
а пересечение с диском U ′ имеет вид простой дуги с 0 или 1 положи-
тельным завитком. Как и в случае 1 получаем, что количество завитков
равно Ii. Поэтому к этому же виду можно преобразовать и петлю γ2|ei ,
что и завершает доказательство леммы.
Автор благодарен Е.А. Кудрявцевой за постановку задачи и полезные
обсуждения.
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